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no método dos mínimos quadrados, possibilitando 
utilizar vários valores de forças e deslocamentos 
obtidos da experimentação, conferindo, em princípio, 
maior confi abilidade no cálculo da rigidez. Foram 
considerados os resultados de dezesseis corpos de 
prova de Pinus elliottii var. elliottii, ensaiados segundo 
as premissas do Anexo B da ABNT NBR 7190:1997. 
Os módulos de elasticidade obtidos da abordagem 
proposta foram comparados com os módulos de 
elasticidade obtidos de acordo com o recomendado 
pela norma Brasileira. Os resultados da análise de 
variância indicaram equivalência estatística entre os 
módulos de elasticidade obtidos por ambas as formas 
de cálculo. Entretanto, dada a natureza não homogênea 
da madeira, para generalização dos resultados cabe a 
realização de ensaios com espécies que cubram todas 
as classes de resistência da NBR 7190:1997.
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compressão paralela às fi bras.

ABSTRACT

 This study aimed to present an alternative 
methodology to determine the compression modulus 
of elasticity based on the least squares method, 
allowing multiple uses of load and displacements 
values obtained from the experiment, giving greater 
reliability in the calculation of stiffness. We used sixteen 
specimens of Pinus elliottii var. elliotti wood species, 
tested in compression parallel to the grain according to 
the assumptions of the Brazilian standard ABNT NBR 
7190:1997. The modulus of elasticity obtained from the 
proposed calculation approaches were compared with 
the elastic moduli obtained from Brazilian standard 
recommendations. Results of analyzes of variance 
showed statistical equivalence between the moduli of 
elasticity obtained for both forms of calculation. However, 
considering the non-homogeneity of wood, to generalize 
the conclusions is the anisotropic nature of wood, it is 
necessary new set tests involving all strength classes 
indicate by NBR 7190:1997.
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RESUMO

 Este trabalho propõe uma metodologia 
alternativa para determinação do módulo de elasticidade 
na compressão paralela às fi bras fundamentada 



21Construindo, Belo Horizonte, v. 6, n. 2, Jul/Dez. 2014

MATERIAIS E MÉTODOS

 A metodologia alternativa para o cálculo do 
módulo de elasticidade (Eo) possibilita o emprego de 
vários níveis de força (F) e deslocamentos (δ) durante 
a experimentação de um corpo de prova, assim como 
ilustra a Figura 1, sendo o melhor módulo de elasticidade 
ajustado de acordo o método dos mínimos quadrados, 
cujo somatório dos desvios entre a nuvem de pontos e a 
curva a ser ajustada é o menor possível.

Figura 1: Forças e deslocamentos para o cálculo do Eo.

 Os desvios são cosntituídos pelas diferenças 
entre os deslocamentos experimentais com os teóricos 
(analíticos), advindos da resistência dos materiais, 
tendo o módulo de elasticidade como variável 
dependente. Dessa forma, elegendo-se um número 
fi nito de resultados em forças e deslocamentos da 
experimentação, o módulo de elasticidade da presente 
metologia se ajustará a este conjunto de forma única, 
resultando em módulos mais confi áveis a medida em 
que o número de pontos amostrais aumenta.
 A equação para o cálculo do aqui chamado de 
módulo de elasticidade alternativo (Eo) é apresentada 
para dois níveis de força e deslocamentos obtidos da 
experimentação, sendo generaliazada posteriormente 
por indução.
 Da mecânica dos sólidos, os deslocamentos 
(Δ) em barras carregadas axialmente são obtidos 
por intermédio da Equação 1, sendo E o módulo 
de elasticidade longitudinal ou de Young, F a força 
aplicada, L o comprimento do corpo e A a área da seção 
transversal.

F L
E A
⋅

∆ =
⋅

   (1)

INTRODUÇÃO

 A ABNT NBR 7190:1997 (Projeto de Estruturas 
de Madeira) considera que as propriedades de resistência 
e de rigidez à compressão paralela às fi bras devem 
ser tomadas como referência para o dimensionamento 
dos elementos estruturais de madeira, seja no caso 
de pilares, de barras de treliças ou, mesmo, de peças 
sujeitas à fl exão. Detalhes adicionais referentes a 
esta diretriz normativa são apresentados por diversos 
autores, como Rocco Lahr e Dias (1998); Calil, Rocco 
Lahr e Dias (2003); Christoforo et al .(2011), entre 
outros.
 Especifi camente no caso da avaliação do 
desempenho de peças estruturais de madeira, o módulo 
de elasticidade na compressão paralela às fi bras (Ec) 
se constitui em parâmetro de fundamental importância 
(ROCCO LAHR, 1983; ZANGIÁCOMO, 2007; MOLINA, 
CALIL e FREITAS, 2011; CHRISTOFORO et al., 2012). 
Neste contexto, cabe lembrar que a obtenção de Ec se 
dá atendendo a procedimentos e expressões de cálculo 
contidos em documentos normativos e, no Brasil, tal 
propriedade é estimada de acordo com as premissas 
contidas no Anexo B do mencionado documento 
normativo.
 Entretanto, no cálculo do módulo de elasticidade 
por esta norma, assim como em documentos normativos 
internacionais, não são utilizadas metodologias 
baseadas em critérios de otimização, fi cando a rigidez 
determinada pela inclinação do trecho linear elástico do 
diagrama tensão×deformação ou pelo conhecimento 
de dois níveis de tensão e deformação sucessivos 
medidos na região de proporcionalidade entre tensão 
e deformação (MORALES e ROCCO LAHR, 2002; 
FERRO et al., 2012).
 O presente trabalho objetivou desenvolver e 
aplicar uma metodologia alternativa para o cálculo de 
Ec com base nos fundamentos do método dos mínimos 
quadrados, possibilitando o uso de vários níveis de forças 
e deformações obtidas da experimentação, aspecto 
que poderá conferir maior nível de confi abilidade na 
determinação desta propriedade mecânica. Os módulos 
de elasticidade foram também obtidos de acordo com a 
metodologia da norma Brasileira ABNT NBR 7190:1997, 
possibilitando comparar e avaliar os resultados.
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 Para um conjunto de n forças e deslocamentos 
obtidos experimentalmente, o módulo de elasticidade 
fi ca obtido pela Equação 8. 
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 Para o cálculo do módulo de elasticidade, em 
cada um dos 16 corpos de prova de madeira Pinus 
elliottii var. elliottii foi-se determinada a força (Fmax) 
máxima aplicada, sendo utilizados os valores de forças 
e deslocamentos respectivamente iguais a 10%, 20%, 
30%,•40% e 50%•de Fmax, dando oriegem a cinco valores 
de força (F1 a F5) e cinco valores em deslocamentos 
(δ1 a δ5) respectivamente. Os módulos de elasticidade 
foram obtidos utilizando-se os dois primeiros valores em 
forças (F1 e F2) e deslocamentos (δ1 e δ2), originando 
o módulo de elasticidade Eo,2, os três primeiros valores 
em forças e deslocamentos (Eo,3), os quatro primeiros 
valores em forças e deslocamentos (Eo,4) e os cinco 
primeiros valores em forças e deslocamentos (Eo,5). 
Dessa forma, pela presente metologia de cálculo, de 
cada peça foram obtidos cinco valores do módulo de 
elasticidade na compressão paralela.
 O módulo de elasticidade na compressão 
paralela às fi bras, segundo o Anexo B da ABNT NBR 
7190:1997 (Est), é expresso pela Equação 9, sendo σ50% 
e σ10% e ε50% e ε10% os respectivos valores das tensões 
e deformações referentes a 10% e a 50% do valor da 
força máxima aplicada no corpo de prova.

50% 10%

50% 10%
stE σ σ

ε ε
−

=
−

   (9)

 Para avaliar a equivalência estatística entre os 
módulos de elasticidade obtidos por ambas as formas de 
cálculo foi-se utilizada à análise de variância (ANOVA), 
sendo a análise paramétrica efetuada com o auxílio 
do software Minitab® versão 14. Além da estatística 
paramétrica, foi-se utilizada também a estatística não 
paramétrica de Kruskal-Wallis segundo o teste de 

 Defi nindo-se as duas medidas sucessivas 
de força F1 e F2 relacionadas aos deslocamentos δ1 

e δ2, obtidos experimentalmente, os deslocamentos 
analíticos para F1 e F2 fi cam expressos pelas Equações 
2 e 3 respectivamente, escritos como função do módulo 
de elasticidade longitudinal.
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 A presente metodologia fundamenta-se na idéia 
de minimos quadrados (Equação 4), objetivando-se 
determinar o valor do módulo de elasticidade para que 
o resíduo gerado entre os valores dos deslocamentos 
analíticos (Δ(E)i) e experimentais (δi) seja o menor 
possível.

   (4)

 Substituindo-se as Equações 2 e 3 na Equação 
4 e derivando-se esta última e igualando-a a zero 
chega-se ao valor do módulo de elasticidade (Eo) que 
minimiza as diferenças entre ambos os deslocamentos, 
analíticos e experimentais (Equação 5), comprovando 
ser este ponto de mínimo global pelo critério da derivada 
segunda.
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 O módulo de elasticidade para três e quatro níveis 
de forças e deslocamentos medidos experimentalmente 
são expressos pelas Equações 6 e 7.
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os dados serem normais e sendo equivalentes as 
variâncias pelos P-valores encontrados por ambos os 
testes serem superiores a 5% (MONTGOMEY, 2005).
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Figura 2: Gráfi co de normalidade para os módulos de 
elasticidade.
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Figura 3: Test de Bartlett e Levene para a equivalência 
entre os módulos de elasticidade.

 Verifi cadas as premissas da ANOVA, foi 
calculado em seguida o P-valor, sendo este igual a 
0,768, o que comprova não haver diferença signifi cativa 
entre as metodologias distintas na determinação dos 
módulos de elasticidade Ec (P-valor>0,05).
 A Figura 4 ilustra o gráfi co de normalidade 
(Figura 4a), independência (Figura 4b) e homogeneidade 
(Figura 4c) dos resíduos da análise de variância.

Student-Newman-Keuls, com o auxílio do software 
BioEstat® versão 5.3, apenas para comparação dos 
resultados da ANOVA.

RESULTADOS E DISCUSSÕES

 A Tabela 1 apresenta os resultados dos módulos 
de elasticidade (MPa) na compressão paralela para das 
madeiras Pinus elliottii var. elliottii, sendo x  a média 
amostral, DP o desvio padrão e CV o coefi ciente de 
variação.

Tabela 1: Módulos de elasticidade na compressão 
paralela às fi bras (MPa).

 Os coefi cientes de variação obtidos para os Ec 

(norma e alternativo) se encontram dentro dos limites 
admitidos por Rocco Lahr (1990) e assumidos pela 
ABNT NBR 7190:1997.
 As Figuras 2 e 3 ilustram respectivamente os 
gráfi cos de normalidade para os módulos de elasticidade 
(teste de Anderson-Darling) e homogeneidade entre 
variâncias (Testes de Bartlett e Levene), comprovando 
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as diferenças entre os módulos de elastcidade obtidos 
de ambas as formas de cálculo (P-valor>0,05). A Figura 
5 apresenta o gráfi co da diferença entre as médias dos 
postos.

Figura 5: Gráfi co da diferença entre s médios dos postos.

CONCLUSÕES

 A metodologia desenvolvida nos fundamentos 
do método dos mínimos quadrados mostrou ser de 
simples empregabilidade, possibilitando o uso de um 
conjunto de valores entre forças e deslocamentos no 
cálculo do módulo de elasticidade na compressão, 
conferindo maior confi abilidade na obtenção desta 
grandeza.
 Os resultados da análise estatística paramétrica 
e não paramétrica revelaram equivalência entre os 
módulos de elasticidade na compressão paralela obtidos 
de acordo com os dois procedimentos aqui discutidos. 
Neste caso fi ca evidenciada a adequada aproximação 
fornecida pelo modelo de cálculo da norma Brasileira 
ABNT NBR 7190:1997.
 Entretanto, dada a natureza não homogênea 
da madeira, para que seja possível a generalização dos 
resultados cabe a realização de ensaios com espécies 
que cubram todas as classes de resistência da NBR 
7190:1997.
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Figura 4: Resultados dos resídios da ANOVA.

 Os resultados do valor H, dos graus de 
liberdade e do P-valor do teste de Student-Newman-
Keuls foram respectivamente iguais a 1,8078, 4 e 
0,7710, comprovando também não serem signifi cativas 
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da variabilidade de propriedades de resistência e 
elasticidade da madeira. Tese (Livre Docência). Escola 
de Engenharia de São Carlos, Universidade de São 
Paulo. São Carlos, SP, 1990.
ROCCO LAHR, F. A.; DIAS A. A. Maderas tropicales 
brasileñas alternativas. Madera: Ciencia y Tecnologia, 
v.1, p. 7-14, 1999.
ZANGIÁCOMO, A. L. Estudo de elementos estruturais 
roliços de madeira. Tese (Doutorado). Escola de 
Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo. 
São Carlos, 2007.
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